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5.6 Temporale Logik

Modallogik

Predikatenlogik Temporallogik

Aussagenlogik

keine Prädikate, wie:
               p(t)∃t.

1.5 Temporale Logik

Prädikate, wie:       p(t)∃t.
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5.7.1 Syntax und Semantik von LTL-Formeln

Xp
”
next time“: p gilt im zweitem Element A1 der Folge (auch�p

geschrieben),

eventually, in the future“: gilt in einem Element einer gege-geschrieben),

Fp
”
eventually, in the future“: p gilt in einem Element einer gege-

benen Folge (auch ✸p),

always, globally“: gilt in allen Elementen einer gegebenen
benen Folge (auch p),

Gp
”
always, globally“: p gilt in allen Elementen einer gegebenen

Folge (auch ✷p),

until“: es gibt einen Element der gegebenen Folge, in dem
Folge (auch p),

p Uq
”
until“: es gibt einen Element der gegebenen Folge, in dem q

gilt und vor diesem Element gilt immer p.

p p p p p p p p p q
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{Start,Close,Heat}
{Close,Heat}1

2

5

3

6

4

7

open

door

start

oven
open

door

cook

start

cooking

warmup

reset
close

door

open

door

close

door

start

oven

done

¬Start
¬Close
¬Heat
¬Error

  Start
¬Close
¬Heat
 Error

¬Start
Close

¬Heat
¬Error

¬Start
 Close
 Heat
¬Error

  Start
 Close
¬Heat
 Error

  Start
 Close
¬Heat
¬Error

  Start
 Close
 Heat
¬Error

∅ {Close} {Start,Close}Sei α = A
von Aussagenmengen. Dann sei f {Close,Heat} {Close,Heat}

…………..

α3 =

{Close,Heat}

{Start,Close,Heat}
{Close,Heat}
{Close,Heat}

…………..

Definition 5.12 Sei α = A0A1A2 · · · ∈ P(AP)ω eine unendliche Folge
von Aussagenmengen. Dann sei für i ∈ N die Folge αi = AiAi+1 · · · der
i-Suffix von α. In der folgenden induktiven Definition seien p ∈ AP und
f , f1, f2 LTL-Formeln. α |= f ist zu lesen als ”für die Folge α gilt f“
oder ”α erfüllt f“.

1.31
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1. α |= true.
2. α �|= false.
3. α |= p ⇔ p ∈ A0.
4. = = .

Konstante &
elementare Aussagen

| ⇔ ∀ ≥ |
10. α |= f1Uf2 ⇔ ∃k ≥ 0 .αk |= f2 und für alle 0 ≤ j < k gilt αj |= f1.

until

aussagenlogische
Junktoren

| ⇔ ∈
4. α |= ¬f ⇔ α �|= f .
5. α |= f1 ∨ f2 ⇔ α |= f1 oder α |= f2.
6. α |= f1 ∧ f2 ⇔ α |= f1 und α |= f2.
7. α |= Xf ⇔ α1 |= f . nächster Schritt
6. α |= f1 ∧ f2 ⇔ α |= f1 und
7. α |= Xf ⇔ α1 |= f .
8. = 0 : irgendwann & 

immer

| ⇔ |
8. α |= Ff ⇔ ∃k ≥ 0 : αk |= f .
9. α |= Gf ⇔ ∀k ≥ 0 : αk |= f .
10. = 0 k = und f

Definition 5.12 Sei α = A0A1A2 · · · ∈ P(AP)ω eine unendliche Folge
von Aussagenmengen. Dann sei für i ∈ N die Folge αi = AiAi+1 · · · der
i-Suffix von α. In der folgenden induktiven Definition seien p ∈ AP und
f , f1, f2 LTL-Formeln. α |= f ist zu lesen als ”für die Folge α gilt f“
oder ”α erfüllt f“.

1.31
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| ⇔ ∀ ≥ |
10. α |= f1Uf2 ⇔ ∃k ≥ 0 .αk |= f2 und für alle 0 ≤ j < k gilt αj |= f1.

until
f1 f1 f1 f1 f1 f1 f1 f1 f1

k0 1 2 j... ...

? ?f2

| ⇔ ∃ ≥ | ≤ |

Lω(f) := {α ∈ P(AP )ω| α |= f} heißt Menge der α erfüllenden Folgen
über AP oder die Sprache von α.

⇔ ¬ ¬

⇔ trueU f ,

• ∧

• F f ⇔ true

Definition 5.12 Sei α = A0A1A2 · · · ∈ P(AP)ω eine unendliche Folge
von Aussagenmengen. Dann sei für i ∈ N die Folge αi = AiAi+1 · · · der
i-Suffix von α. In der folgenden induktiven Definition seien p ∈ AP und
f , f1, f2 LTL-Formeln. α |= f ist zu lesen als ”für die Folge α gilt f“
oder ”α erfüllt f“.

1.31



Präsenzaufgabe 4.2:

1. Betrachte das TS aus Abb. 1.12. Betrachte die ω-Sprache L = yω mit y = (s0s1s3s5). Gib
die Ettikettensprache ES(L) an!

2. Betrachte das TS aus Abb. 1.12. Definiere die Aussagen α4 = ”
In der Tasse ist Tee.“ und α5 =

”
In der Tasse ist Kaffee.“. Modifiziere TS so, dass diese beiden Aussagen sinnvoll integriert
werden. Gib eine LTL-Formel an, die Folgendes beschreibt: Immer, wenn Tee ausgewählt
wurde, befindet sich kurz danach auch Tee in der Tasse (und nicht etwa Kaffee!).

1.4 Kripkestrukturen 25

als vielmehr die Eigenschaften der Zustände betrachtet. Solche Eigen-
schaften werden durch atomare Aussagen in den Zuständen beschrieben.
Im Gegensatz zu der vorher in diesem Kapitel betrachteten Transitions-
Etikettenfunktion wird daher hier eine Zustands-Etikettenfunktion be-
nutzt.

Definition 1.20 Sei TS = (S, A, tr, S0, SF ) ein Transitionssystem. Ei-
ne Zustandsetikettenfunktion ist eine Abbildung ES : S → P(AP ), wo-
bei AP eine Menge von atomaren Aussagen ist.

s0

s1

s2 s3

s4
s5

1!

Tee Kaffee

" "

Tee_einfüllen Kaffee_einfüllen

{α1,α2} {α1,α3}

{α1}

∅

∅ ∅

Abbildung 1.12: Getränkeautomat als Transitionssystem mit Zustand-
setikettenfunktion

Beispiel 1.21 Durch eine Zustandsetikettenfunktion können den
Zuständen Mengen von atomaren Aussagen zugeordned werden, die in
diesem Zustand gültig sind. Beispielsweise könnte man im Transitionssy-
stem von Abbildung 1.2 b) AP := {α1, α2, α3} durch α1 = ”1e gezahlt“,
α2 = ”Tee gewählt“ und α3 = ”Kaffee gewählt“ definieren. Die Zuord-
nung ES(s0) = ∅, ES(s1) = {α1} usw. ist in Abbildung 1.12 angegeben.
Das bedeutet, dass zum Beispiel bei der Analyse (Model-Checking) im
Zustand s3 nur die Eigenschaften {α1, α3} zu prüfen sind.

Definition 1.22 (Kripke-Struktur 1)

Eine Kripke-Struktur ist ein endliches Transitionssystem M :=
(S, A, tr, S0, {})11 mit einelementiger Aktionenmenge (also |A| = 1),
linkstotaler12 Transitionsrelation tr und zusätzlich einer Zustandsetiket-
tenfunktion ES : S → P(AP ).

11D.h es gibt keine Endzustände.
12Linkstotal bedeutet: ∀s ∈ S ∃s� ∈ S : (s, s�) ∈ R

FGI-2/WiSe 20010/11

( ∅ {α1} {α1, α2} ∅ )ω

2. Betrachte das TS aus Abb. 1.12. Definiere die Aussagen α4 = ”
In der Tasse ist Tee.“ und

In der Tasse ist Tee.“ und α5 =
so, dass diese beiden Aussagen sinnvoll integriert

”
In der Tasse ist Kaffee.“. Modifiziere
werden. Gib eine LTL-Formel an, die Folgendes beschreibt: Immer,

s62. Betrachte das TS aus Abb. 1.12. Definiere die Aussagen α4

so, dass diese beiden Aussagen sinnvoll integriert
In der Tasse ist Tee.“ und α5

so, dass diese beiden Aussagen sinnvoll integriert

s7

!(α2 =⇒ (¬α5 U α4))
In-der-Tasse-Befinden des Tees sich auf keinen Fall Ka

!(α2 =⇒ ©©α4)
Tasse sein muss.
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als vielmehr die Eigenschaften der Zustände betrachtet. Solche Eigen-
schaften werden durch atomare Aussagen in den Zuständen beschrieben.
Im Gegensatz zu der vorher in diesem Kapitel betrachteten Transitions-
Etikettenfunktion wird daher hier eine Zustands-Etikettenfunktion be-
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Definition 1.20 Sei TS = (S, A, tr, S0, SF ) ein Transitionssystem. Ei-
ne Zustandsetikettenfunktion ist eine Abbildung ES : S → P(AP ), wo-
bei AP eine Menge von atomaren Aussagen ist.
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setikettenfunktion

Beispiel 1.21 Durch eine Zustandsetikettenfunktion können den
Zuständen Mengen von atomaren Aussagen zugeordned werden, die in
diesem Zustand gültig sind. Beispielsweise könnte man im Transitionssy-
stem von Abbildung 1.2 b) AP := {α1, α2, α3} durch α1 = ”1e gezahlt“,
α2 = ”Tee gewählt“ und α3 = ”Kaffee gewählt“ definieren. Die Zuord-
nung ES(s0) = ∅, ES(s1) = {α1} usw. ist in Abbildung 1.12 angegeben.
Das bedeutet, dass zum Beispiel bei der Analyse (Model-Checking) im
Zustand s3 nur die Eigenschaften {α1, α3} zu prüfen sind.

Definition 1.22 (Kripke-Struktur 1)

Eine Kripke-Struktur ist ein endliches Transitionssystem M :=
(S, A, tr, S0, {})11 mit einelementiger Aktionenmenge (also |A| = 1),
linkstotaler12 Transitionsrelation tr und zusätzlich einer Zustandsetiket-
tenfunktion ES : S → P(AP ).

11D.h es gibt keine Endzustände.
12Linkstotal bedeutet: ∀s ∈ S ∃s� ∈ S : (s, s�) ∈ R
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3. Sei AP = {α1,α2,α3}. Gib die Menge Lω(f) (vgl. Def. 1.31) für (a) f = !α2 und (b)
f = !α1 an! (Beachte, dass die Sprache Lω(f) völlig unabhängig vom TS aus Abb. 1.12 ist.)
Sie können dabei die folgenden Mengen verwenden (α ∈ AP und A ⊆ AP):

M(A) := {X ⊆ AP | A ⊆ X}

M(α) := M({α})

Lösung: Lω(f) ist hier eine unendliche Folgensprache über den logischen Atomen AP , d.h.
eine Teilmenge von P(AP)ω.

(a) Es ist Lω(!α2) = M(α2)ω = ({{α2}, {α2,α1}, {α2,α3}, {α2,α1,α3}})ω.

(b) Es ist Lω(!α1) = P(AP)∗ ·M(α1) · P(AP)∗.
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• G f ⇔ ¬F ¬f .

irgend wann & 
immer

| ⇔ |
8. α |= Ff ⇔ ∃k ≥ 0 : αk |= f .
9. α |= Gf ⇔ ∀k ≥ 0 : αk |= f .
10. = 0 k = und f

• f1 ∧ f2 ⇔ ¬(¬f1 ∨ ¬f2),

• F f ⇔ trueU f ,
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Eine LTL-Formel f gilt für eine unendliche Folgen π = s0s1s2 · · · von
Zuständen einer Kripke-Struktur M := (S, S0, R, ES), wenn sie für die
zugehörige Zustandsetikettenfolge ES(π) = ES(s0)ES(s1)ES(s2) · · · ∈
P(AP )ω gilt. Man schreibt M,π |= f .
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¬Heat
 Error
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¬Error

¬Start
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¬Heat
 Error

  Start
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¬Heat
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  Start
 Close
 Heat
¬Error

Definition 5.14 Sei M := (S, S0, R, ES) eine Kripke-Struktur und π =
s0s1s2 · · · ∈ S

ω eine unendliche Folge von Zuständen von M . Dann sei
M,π |= f :⇔ ES(π) |= f .

1.33

Abb. 1.16
Seite 36
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Definition 5.16 Eine LTL-Formel f gilt (ist gültig) im Zustand s ∈ S

einer Kripke-Struktur M := (S, S0, R, ES) falls M,π |= f für alle Pfade
π = s0s1s2 · · · ∈ S

ω gilt, die in s beginnen, d.h. s0 = s (in Zeichen
M, s |= f). Sie gilt in M , falls sie in allen Anfangszuständen gilt, also:
M |= f :⇔ ∀s ∈ S0 : M, s |= f .

1.35
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¬Start
Close

¬Heat
¬Error

¬Start
 Close
 Heat
¬Error

  Start
 Close
¬Heat
 Error

  Start
 Close
¬Heat
¬Error

  Start
 Close
 Heat
¬Error

Abb. 1.16
Seite 36



Ubungsaufgabe 4.4: Betrachten Sie die Kripkestruktur M aus Abb. 1.12.

1. Betrachte einen unendlichen Zustandspfad π = s0si1si2 . . . aus der Menge (s0s1s3s5)ω.

Gib an, ob für die folgenden LTL-Formeln f jeweils M,π |= f und allgemeiner: M |= f gilt.

f M,π |= f M |= f
©(α3 ∨ α1)

Lösung: Ja Lösung: Ja
!α2

Lösung: Nein Lösung: Nein
!(α1 =⇒ ©α2)

Lösung: Nein Lösung: Nein
!((α1 ∧ ¬α2 ∧ ¬α3) =⇒ ©(α2 ∨ α3))

Lösung: Ja Lösung: Ja
!!α3

Lösung: Ja Lösung: Nein
!((¬α1) U α1)

Lösung: Ja Lösung: Ja

1.4 Kripkestrukturen 25

als vielmehr die Eigenschaften der Zustände betrachtet. Solche Eigen-
schaften werden durch atomare Aussagen in den Zuständen beschrieben.
Im Gegensatz zu der vorher in diesem Kapitel betrachteten Transitions-
Etikettenfunktion wird daher hier eine Zustands-Etikettenfunktion be-
nutzt.

Definition 1.20 Sei TS = (S, A, tr, S0, SF ) ein Transitionssystem. Ei-
ne Zustandsetikettenfunktion ist eine Abbildung ES : S → P(AP ), wo-
bei AP eine Menge von atomaren Aussagen ist.

s0

s1

s2 s3

s4
s5

1!

Tee Kaffee

" "

Tee_einfüllen Kaffee_einfüllen

{α1,α2} {α1,α3}

{α1}

∅

∅ ∅

Abbildung 1.12: Getränkeautomat als Transitionssystem mit Zustand-
setikettenfunktion

Beispiel 1.21 Durch eine Zustandsetikettenfunktion können den
Zuständen Mengen von atomaren Aussagen zugeordned werden, die in
diesem Zustand gültig sind. Beispielsweise könnte man im Transitionssy-
stem von Abbildung 1.2 b) AP := {α1, α2, α3} durch α1 = ”1e gezahlt“,
α2 = ”Tee gewählt“ und α3 = ”Kaffee gewählt“ definieren. Die Zuord-
nung ES(s0) = ∅, ES(s1) = {α1} usw. ist in Abbildung 1.12 angegeben.
Das bedeutet, dass zum Beispiel bei der Analyse (Model-Checking) im
Zustand s3 nur die Eigenschaften {α1, α3} zu prüfen sind.

Definition 1.22 (Kripke-Struktur 1)

Eine Kripke-Struktur ist ein endliches Transitionssystem M :=
(S, A, tr, S0, {})11 mit einelementiger Aktionenmenge (also |A| = 1),
linkstotaler12 Transitionsrelation tr und zusätzlich einer Zustandsetiket-
tenfunktion ES : S → P(AP ).

11D.h es gibt keine Endzustände.
12Linkstotal bedeutet: ∀s ∈ S ∃s� ∈ S : (s, s�) ∈ R

FGI-2/WiSe 20010/11

A f
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Satz 5.18 Zu jeder LTL-Formel f kann eine Kripke-Struktur (ein
Büchi-Automat) M konstruiert werden, die genau die für f gültigen Fol-
gen akzeptiert: Lω

(M) = Lω
(f).

Die Zeit- und Platz-Komplexität dieses Algorithmus ist 2
O(|f |)

. Diese

obere Schranke kann nicht wesentlich verbessert werden, denn es kann

1.36

FP
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s
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p p p
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p p

q

r

5.3.2 Syntax und Semantik von CTL- und CTL∗-Formeln

CTL besitzt zusätzlich Zustandsformeln mit Quantoren, die sich auf alle

von einem Zustand ausgehenden Pfade beziehen.

Ap
”
für alle Pfade, die von einem gegeben Zustand s ausgehen, gilt

die Formel p“,

es gibt einen Pfad, der von einem gegeben Zustand ausgeht undEp
”
es gibt einen Pfad, der von einem gegeben Zustand s ausgeht und

für den die Formel p gilt“.

EGp
AGp

1.5.2
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Satz 5.21 Es gelten die folgenden Äquivalenzen:

• AXg ⇔ ¬EX(¬g),

• EFg ⇔ E(trueUg),

• AGg ⇔ ¬EF (¬g),

• AFg ⇔ ¬EG(¬g),

• A[g1Ug2]⇔ ¬E[¬g2U(¬g1 ∧ ¬g2)] ∧ ¬EG¬g2

Diese können alle mittels EXg, EGg, E[g1Ug2] ausgedrückt werden:

1.40
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q

p

pq s

(a) M1

p p

q

pq s

(b) M2

”

Aufgabe 5.48 Gegeben sind die folgenden Kripke-Strukturen M1 und M2:

A (pq ∧ X(p ∧                      )

CTL:
gilt hier nicht!

LTL:

pq ∧ AX(p ∧ EX¬q ∧ EXq)

¬p

¬q¬q

¬q ¬p

¬q

¬p¬q ¬p

pq, p¬q, ¬p¬q, ....
pq, p¬q, ¬p q, ....

(X¬q ∨ Xq) A (pq ∧ X(p ∧                      )
LTL:

pq, p¬q, ¬p¬q, ....
pq, p¬q, ¬p q, ....

(X¬q ∨ Xq)

CTL:
pq ∧ AX(p ∧ EX¬q ∧ EXq)

1.41

schon mal gesehen?

bisimilarCTL:

folgenäquivalentLTL:

Präsenzaufgabe 5.1:

Ja, z.B ist die Formel AXEXq
oglichen Pfaden im Folgezustand rechtsseitig ein Pfad begi



FGI-2 – Formale Grundlagen der Informatik II
Modellierung und Analyse von Informatiksystemen

Musterlösung 5 : CTL und Model-Checking

Präsenzaufgabe 5.1:

1. Betrachten Sie die die Kripke-Strukturen M1 und M2 im Skript, Seite 40. Gibt es LTL-
Formeln, die die beiden Strukturen unterscheiden? Falls ja, geben Sie welche an!

Lösung: Nein, da jede LTL-Formel in allen Pfaden ab Startzustand gelten muss, um erfüllt zu
sein. Der Zeitpunkt der Verzweigung ist in den Pfaden nicht sichtbar, beide Strukturen haben
dieselbe Menge möglicher Pfade.

2. M1 und M2 wie zuvor: Gibt es CTL-Formeln, die die beiden Strukturen unterscheiden?

Lösung: Ja, z.B ist die Formel AXEXq im Startzustand der Struktur M1 erfüllt, da auf allen
möglichen Pfaden im Folgezustand rechtsseitig ein Pfad beginnt, in dessen nächsten Zustand q
gilt.

In M2 ist die Formel aber nicht erfüllt, da im linksseitigen Pfad im Folgezustand kein solcher
Pfad beginnt.

3. Betrachte die folgende Kripkestruktur, wobei die Zustandsettikettenfunktion für alle n ∈ N

durch ES(z2n) = ∅ und ES(z2n+1) = {p} definiert sei.

(a) Gilt f1 = EFp?

(b) Gilt f2 = AGEFp?

(c) Gilt f3 = AFp?

Lösung:

(a) f1 = EFp gilt, denn π = z0z1z1 · · · ist eine Abwicklung, die Fp erfüllt.

(b) f2 = AGEFp gilt.
Wir zeigen zunächst, dass in jedem Zustand EFp gilt.

i. Zu jedem Zustand z2n existiert der hier startende Pfad z2nz2n+1z2n+1 · · · , für den
irgendwann (nämlich im 2. Zustand) p gilt.

ii. Zu jedem Zustand z2n+1, existiert der hier startende Pfad z2n+1z2n+1 · · · , für den
irgendwann (nämlich sofort) p gilt.

Also M, z |= EFp für alle Zustände z.
Da es für alle Zustände gilt, folgt dass für jeden aus dem Startzustand startenden Pfad π
auch GEFp gilt.
Da es für jeden Pfad gilt, folgt dass auch f2 = AGEFp gilt.

(c) f3 = AFp gilt nicht, denn p gilt nirgends auf dem Pfad z0z2z4z6 · · ·

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅

{p} {p} {p} {p} {p}

(a) Gilt f1 = EFp?

(a) f1 = EFp gilt, denn π = z0z1z1 · · · ist eine Abwicklung, die Fp erfüllt.

(b) Gilt f2 = AGEFp?

Also M, z |= EFp für alle Zustände z.
(c) Gilt f3 = AFp?

(c) f3 = AFp gilt nicht, denn p gilt nirgends auf dem Pfad z0z2z4z6 · · ·

LTL:   F p
LTL:   p ⇒ Fp

A F p
A (p ⇒ Fp)

Präsenzaufgabe 5.1:



Präsenzaufgabe 5.2: Äquivalenzen in CTL.

1. Formulieren Sie die folgenden Äquivalenzen in natürlicher Sprache und begründen Sie deren
Gültigkeit: (i) ¬Gf ≡ F(¬f), (ii) Ff ≡ TrueUf , (iii) Af ≡ ¬(E¬f) und (iv) ¬Xf ≡ X¬f .

(ii) Ff ≡ TrueUf : Gilt auf einem Pfad in mindestens einem Zustand

(iii) Af ≡ ¬(E¬f): Gilt
keinen Pfad, auf dem

(¬f)

¬f)
gilt (und umgekehrt).

¬f)
gilt (und umgekehrt).

urlicher Sprache und begründen Sie deren
) und (iv) ¬Xf ≡ X¬f .

(¬f)



2. Beweisen Sie die Äquivalenzen:

AXf ≡ ¬EX(¬f)
EFf ≡ E[TrueUf ]
AGf ≡ ¬EF(¬f)
AFf ≡ ¬EG(¬f)

(a) Mit (iii) und (iv) gilt AXf ≡ ¬E(¬Xf) ≡ ¬EX(¬f).

(b) Mit (ii) gilt EFf ≡ E[TrueUf ].

(c) Mit (iii) und (i) gilt AGf ≡ ¬E(¬Gf) ≡ ¬EF(¬f).

(d) Mit (iii) ¬Gf ≡ F(¬f) gilt AFf ≡ ¬E(¬Gf) ≡ ¬EG(¬f).



¬Start ⇒ F(Heat ∧ ¬Error)
f =
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Algorithmus für CTL-Formeln f.

Heat ∧ ¬Error

wahr sind. Durch Rekursion über

: alle Teilformeln mit 1 ge-

die Schachtelungstiefe von f gilt in Schritt

schachtelten -Operatoren sind behandelt. Da alle CTL-Operatoren

Erweitere ES(s) für alle s ∈ S schrittweise zu label(s). Das wird dann die

Menge der Teilformeln von f , die in s wahr sind. Durch Rekursion über

die Schachtelungstiefe von gilt in Schritt : alle Teilformeln mit 1 ge-

1

2

5

3

6

4

7

open

door

start

oven
open

door

cook

start

cooking

warmup

reset
close

door

open

door

close

door

start

oven

done

¬Start
¬Close
¬Heat
¬Error

  Start
¬Close
¬Heat
 Error

¬Start
Close

¬Heat
¬Error

¬Start
 Close
 Heat
¬Error

  Start
 Close
¬Heat
 Error

  Start
 Close
¬Heat
¬Error

  Start
 Close
 Heat
¬Error

3. f = f1 ∨ f2:

Für Zustände

2. f = ¬f1:

Für Zust

1. f ∈ AP ist atomar:

Für Zustände s mit

4. f = EXf1:

Für Zustände5. f = E[f1Uf2]:
Für Zustände6. f = EGf1:
Zu diesem Punkt wiederholen wir in Def. 5.65 die Definition 5.7 ei-

uckt werden können, bleiben mit drei elementaren Operatoren im Fol-

genden 6 zu entwickelnde Prozeduren, die der Algorithmus jeweils auf-
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s1 s2

s3

a

bf = EX(a ∨¬b)

1. f atomar:
für Zustände s mit f ∈ L(s) setzte f ∈ label(s).
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1. f atomar:
für Zustände s mit f ∈ L(s) setzte f ∈ label(s).

2. f = ¬f1:
für Zustände s mit f1 !∈ label(s) setzte ¬f1 ∈ label(s).

¬b

s1 s2

s3

a

bf = EX(a ∨¬b)

¬b
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1. f atomar:
für Zustände s mit f ∈ L(s) setzte f ∈ label(s).

2. f = ¬f1:
für Zustände s mit f1 !∈ label(s) setzte ¬f1 ∈ label(s).

3. f = f1 ∨ f2:
für Zustände s mit f1 ∈ label(s) oder f2 ∈ label(s)
setzte f ∈ label(s).

a ∨¬b
¬b

s1 s2

s3

a

bf = EX(a ∨¬b)

¬b
a ∨¬b
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4. f = EXf1:
für Zustände s mit R(s, t) und f1 ∈ label(t) setzte
f ∈ label(s).

s t

f1EXf1

EX(a ∨¬b)

a ∨¬b

a ∨¬b

s1 s2

s3

a

bf = EX(a ∨¬b)

¬b

¬b

EX(a ∨¬b)



Formale Grundlagen der Informatik II                    Kap 1: Transitionssysteme und Verifikation  (Teil 3)                                   Seite 24

5. f = E[f1Uf2]:

s
1

s
2

s
3

a

b

f = E(b U EX(a ∨¬b))

EX(a ∨¬b)

s
4

s
5

b

b
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5. f = E[f1Uf2]:
für Zustände s mit f2 ∈ label(s) setzte f ∈ label(s);
für Zustände t mit R(t, s) und f1 ∈ label(s) setze f ∈
label(t);

t s

f1 f2

E[f1Uf2] E[f1Uf2]
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5. f = E[f1Uf2]:
für Zustände s mit f2 ∈ label(s) setzte f ∈ label(s);
für Zustände t mit R(t, s) und f1 ∈ label(s) setze f ∈
label(t);label(t);
fahre schrittweise in Gegenrichtung der Transitionen
fort und setze f ∈ label(s), falls es einen Pfad von s
zu einem s′ mit f2 ∈ label(s′) gibt, auf dem für alle
Zustände t davor f1 ∈ label(t) gilt. Siehe Algorithmus
5.5.

t s

f1 f2f1f1

E[f1Uf2]E[f1Uf2] E[f1Uf2] E[f1Uf2]
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f = E(b U EX(a ∨¬b))

f = E(b U EX(a ∨¬b))

f = E(b U EX(a ∨¬b))

f = E(b U EX(a ∨¬b))

s
1

s
2

s
3

a

b

f = E(b U EX(a ∨¬b))

EX(a ∨¬b)

s
4

s
5

b

b
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t s
E[f1Uf2]

f1

f2

s

28

Algorithmus 5.6 Auszeichnen mit E(f1Uf2)

PROCEDURE CheckEU(f1, f2)
T := {s | f2 ∈ label(s)};
FOR ALL s ∈ T DO label(s) := label(s) ∪ {E[f1Uf2]};
WHILE T �= ∅ DO

CHOOSE s ∈ T ;
T := T\{s};
FOR ALL t SUCH THAT R(t, s) DO

IF E[f1Uf2] �∈ label(t) AND f1 ∈ label(t) THEN
label(t) := label(t) ∪ {E[f1Uf2]};
T := T ∪ {t};

END IF ;
END FOR ALL ;

END WHILE ;
END PROCEDURE ;

Seite 43

1.6

E[f1Uf2]

E[f1Uf2]
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EG f    ??

fff
f f

f
f

f f

f f
f

f
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EG f    ??

Definition 5.37 Sei G = (K, R) ein gerichteter Graph,
d.h.: R ⊆ K × K:

a) A ⊆ K heißt Zusammenhangskomponente, falls:
∀a, a′ ∈ A : aR∗a′.

b) Sie heißt strenge Zusammenhangskomponente (SZK)
(strongly connected component: SZK), falls sie maxi-
mal ist, d.h.: ¬∃k ∈ K\A .∀a ∈ A : kR∗a ∧ aR∗k.

c) Sie heißt nichttriviale Zusammenhangskomponente,
falls: |A| > 1 oder ∃a ∈ A . aR+a.

1.44

nicht
trivial

trivial

nicht
trivial
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f

EG f    ??

ff
f f

f
f

f f

f f
f

f ×××

× ×

×
× ×

 SZK
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f

EG f    ??

ff
f f

f
f

f f

f

f
f

f

trivial

nicht
trivial

trivial

nicht
trivial

nicht
trivial
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Nun betrachten wir wieder die Formel: f = EGf1:
Aus M = (S, R, L) konstruiere M ′ = (S′, R′, L′) mit:

S′ = {s ∈ S |M, s |= f1}

R′ = R|S′×S′

L′ = L|S′

d.h. die
”
Einschränkung” von M , in der f1 gilt.
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Lemma 5.38 M, s |= EGf1 gdw.

s
f1

SZK1 SZK2
SZK3

Abbildung 5.17: Strenge Zusammenhangskomponenten mit
f1

1. s ∈ S′

2. Es gibt einen Pfad in M ′, der von s zu einer nicht-
trivialen starken Zusamenhangskomponente in (S′, R′)
führt.

1.45



Formale Grundlagen der Informatik II                    Kap 1: Transitionssysteme und Verifikation  (Teil 3)                                   Seite 35

1. Konstruiere M ′ = (S′, R′, L′)

2. Konstruiere alle SZK von M ′. (Algorithmus von Tar-
jan mit O(|S′| + |R′|) Zeitkomplexität).

3. Finde Zustände in nichttrivialen SZK.

4. Suche von diesen rückwärts alle Zustände die dorthin
führen.

insgesamt: O(|S| + |R|). Siehe Algorithmus 5.6.

Daraus Algorithmus zur Entscheidung von EGf1:
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Algorithmus 5.11 Auszeichnen mit EGf1

PROCEDURE CheckEGf1

S� := {s | f1 ∈ label(s)};
SCC := {C |C a nontrivial SCC of S�};
T :=

S
C∈SCC{s | s ∈ C};

FOR ALL s ∈ T DO label(s) := label(s) ∪ {EGf1};
WHILE T �= ∅ DO

CHOOSE s ∈ T ;
T := T\{s};
FOR ALL t SUCH THAT t ∈ S� AND R(t, s) DO

IF EGf1 �∈ label(t) THEN
label(t) := label(t) ∪ {EGf1};
T := T ∪ {t};

END IF ;
END FOR ALL ;

END WHILE ;
END PROCEDURE ;

1.7

Seite 178

f1

f1

f1
f1 f1

f1
f1

f1

f1

f1

f1 f1

f1

f1

S�

EGf1 EGf1

EGf1

EGf1

EGf1

EGf1

EGf

EGf1

EGf1

EGf1

EGf1 EGf1
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Satz 5.67 Es gibt einen Algorithmus, der für eine Kripke-Struktur
M := (S, S0, R, ES) und eine CTL-Formel f in O(|f | · (|S|+ |R|)) Zeit-
komplexität entscheidet, ob f für M gilt, d.h. ob M |= f .

Beweis:
Wende obiges Verfahren auf die Atome von f an und fahre induktiv
fort mit den Teilformeln von f , aufsteigend mit deren Schachtelung. Die
Schachtelungstiefe ist durch O(|f |) begrenzt. Auf jeder Ebene gibt es
maximal O(|f | · (|S| + |R|)) Operationen. ✷

1.46



1. Wir wollen mit dem in der Vorlesung behandelten CTL-Algorithmus entscheiden, ob
die Formel f = EGa gilt. Dazu benötigen wir die Einschränkung von M auf die a
erfüllenden Zustände. Heben Sie diese in der folgenden Abbildung hervor, bspw. indem
Sie die übrigbleibenden Kanten und Knoten nachzeichnen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 Pkt.)

Heben Sie auf dem resultierenden Ergebnis alle strengen Zusammenhangskomponenten
hervor und kennzeichnen Sie die nicht-trivialen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 Pkt.)



2. Wenn f gilt, geben Sie einen Pfad an, der dies nachweist (als ω-regulären Ausdruck).
Erläutern Sie, wie der CTL-Algorithmus diesen Pfad ermittelt. . . . . . . . . . . . . . . . (4 Pkt.)

π =

die Formel f = EGa
ullenden Zustände. Heben Sie diese in der folgenden Abbildung hervor, bspw. indem

2 (12,16,17)ω

strenge Zusammenhangskomponenten (SZK)?Wie viele
nicht triviale, 
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